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Penyelesaian Terus Persamaan Pembezaan Biasa Peringkat Tiga menggunakan 
Kaedah Blok Hibrid Kolokasi Diperbaiki

(Solution of Third Order Ordinary Differential Equation using Improved Block Hybrid Collocation Method)

LEE KHAI CHIEN, UMMUL KHAIR SALMA DIN* & ROKIAH ROZITA AHMAD

ABSTRACT

The improved block hybrid collocation method (KBHK(B)) with two off-step points and four collocation points is proposed 
for the direct solution of general third order ordinary differential equations. Modification is done by adding first 
derivative of third order function into the general form of block hybrid collocation method to yield KBHK(B). Both main 
and additional methods are derived via interpolation (power series function) and collocation of the basic polynomial. 
An improved block method is derived to provide the approximation at five points concurrently. Zero stability, consistency, 
convergence and absolute stability region of KBHK(B) are investigated. Some numerical examples with exact solution are 
tested to illustrate the efficiency of the method. KBHK(B) is compared by other block hibrid collocation method in term 
of global error and step number. It is shown that KBHK(B)  generates minimum global error with minimum step number.

Keywords: Block hibrid collocation method; consistency; convergence; third order ordinary differential equations; zero 
stability

ABSTRAK

Kaedah blok hibrid kolokasi diperbaiki, KBHK(B) dengan dua langkah dan empat titik kolokasi dalam satu blok 
dibangunkan untuk menyelesaikan masalah persamaan pembezaan biasa peringkat tiga (PPBPT) secara langsung. 
Penambahan fungsi terbitan pertama bagi PPBPT ke dalam rumus kaedah blok hibrid kolokasi sedia ada dilakukan untuk 
menghasilkan rumus KBHK(B). Kaedah utama dan kaedah sampingan dihasilkan melalui kaedah interpolasi, iaitu fungsi 
siri kuasa dan kolokasi terhadap rumus polinomial asas. Kaedah tersebut dibentuk dalam blok untuk menghasilkan 
anggaran penyelesaian bagi empat titik penyelesaian dengan serentak. Sifat kaedah tersebut diuji daripada segi kestabilan 
sifar, ketekalan, penumpuan dan rantau kestabilan mutlak. Perbandingan KBHK(B) dengan kaedah blok hibrid kolokasi 
sedia ada dengan menyelesaikan beberapa masalah berangka peringkat tiga dijalankan untuk menguji keberkesanan 
kaedah tersebut. Didapati KBHK(B) menghasilkan ralat sejagat yang minimum dengan jumlah bilangan langkah yang 
paling minimum.

Kata kunci: Kaedah blok hibrid kolokasi; kestabilan sifar; ketekalan; penumpuan; persamaan pembezaan biasa peringkat 
tiga

PENGENALAN

Dalam kajian ini, tumpuan diberikan kepada masalah 
nilai awal bagi persamaan pembezaan biasa peringkat tiga 
(PPBPT) yang diwakili oleh:

	

	 .	 (1)

	 Persamaan (1) kerap kali digunakan dalam pemodelan 
bagi bidang sains, ekonomi dan kejuruteraan seperti 
gelombang elektromagnet dan aliran graviti. Pendekatan 
biasa untuk menyelesaikan (1) adalah penurunan peringkat 
kepada suatu sistem dengan tiga PPB peringkat pertama 
dan diselesaikan melalui kaedah satu langkah atau multi-
langkah seperti kaedah Runge-Kutta,  kaedah Euler dan 
kaedah Adams (Yap et al. 2014). Namun, kos penilaian dan 
ralat pangkasan akan ditambah. Oleh itu, kaedah langsung 

diperlukan untuk mengelakkan peningkatan kos penilaian 
dan pertumbuhan ralat pangkasan. Kaedah blok hibrid 
kolokasi adalah satu daripada kaedah langsung yang cekap 
dalam menyelesaikan PPBPT.
	 Kajian tentang kaedah blok hibrid dalam menyelesaikan 
PPB peringkat tiga secara langsung telah menjadi tumpuan 
ramai penyelidik seperti Jator (2008), Majid et al. (2012, 
2010), Mohammed  dan Adeniyi (2014), Olabode dan 
Yusuph (2009) dan Yap et al. (2014) yang mengemukakan 
kaedah blok tersirat dengan dua-titik empat langkah yang 
berasaskan penggunaan kaedah Adams-Moulton yang 
ringkas untuk menyelesaikan sistem persamaan pembezaan 
biasa peringkat ketiga. Adesanya et al. (2013) membina 
kaedah blok hibrid peramal-pembetul dengan satu langkah 
dan tiga titik hibrid bagi menyelesaikan PPBPT. Kaedah 
blok tersebut dibina melalui rumus interpolasi dan kolokasi 
atas pengunaan fungsi siri kuasa untuk menghasilkan 
kaedah multi-langkah yang selanjar. Yap et al. (2014) pula 
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mengemukakan kaedah blok hibrid kolokasi atas gabungan 
dua titik luar-langkah. Kaedah dibina dengan melakukan 
interpolasi dengan fungsi siri kuasa pada titik {xn, xn+1, xn+2} 
dan terbitan ketiga bagi polinomial interpolasi digunakan 
sebagai persamaan kolokasi pada titik . 
Kaedah tersebut digunakan untuk menyelesaikan masalah 
persamaan Genesio dan aliran lapisan nipis yang terdiri 
daripada PPBPT. Tujuan kajian ini adalah untuk membina 
kaeah blok hibrid kolokasi diperbaiki dengan mengubah 
suai rumus kaedah blok hibrid kolokasi sedia ada dan 
membandingkannya dengan kaedah sedia ada.

PEMBINAAN KAEDAH BLOK HIBRID KOLOKASI    
DIPERBAIKI (KBHK(B))

KBHK(B) bagi menyelesaikan PPBPT dirumuskan seperti 
berikut:

	
	              

	 .	 (2)

	 Fungsi interpolasi Y(x) digunakan untuk menganggar 
penyelesaian dalam rumus (2)  dalam bentuk fungsi siri 
kuasa, iaitu

	 	 (3)

dengan x ∈[xn, xn+2], ai adalah pekali nyata yang perlu 
ditentukan kemudian, r bilangan interpolasi bagi 1 ≤ r ≤ 
k  dan s bilangan titik kolokasi tak selanjar dengan s > 0.

Seterusnya, terbitan ketiga dan keempat adalah,

	 	 (4)

	 	 (5)

	 Anggaran penyelesaian selanjar dibina dengan 
memenuhi syarat berikut:

	 Y(xn+j) = yn+j, j = 0,1,2,		 (6)

	 ,	  (7)

	 ,		 (8)

	
	 Interpolasi dilakukan terhadap (3) pada titik xn, xn+1, 
xn+2 dan kolokasi dilakukan terhadap (4) dan (5) pada titik 
xn, xn+1, xn+1, xn+ , xn+2 untuk menjana fungsi f dan terbitan 
fungsi, iaitu f ʹ. Sistem 13 persamaan linear dalam bentuk 
matriks dapat dihasilkan, 

	

dengan
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	 ,

	 .	 (9)

	 Vektor  dapat diselesaikan dengan  dan 
hasilnya digantikan dengan, 

	 .

	 Pekali  dapat diperoleh dalam bentuk 
persamaan yang merangkumi anu t. Selepas itu, gantikannya 

kepada (2). Kemudian, pemalar  

digantikan dengan   untuk menghasilkan 

kaedah blok utama, iaitu

	

(10)

	          

  	 	 (11)

	 Diketahui persamaan pembezaan biasa peringkat tiga 
merangkumi terbitan pertama dan kedua secara umum. 
Terbitan pertama dan terbitan kedua dibentuk seperti 
berikut:

	

.
	
		  (12)

	

	
	 (13)

	 Gantikan pekali a1 yang telah diperoleh daripada (12) 
dan (13) kepada,

	

	

serta persamaan xn = x th untuk memperoleh fungsi 
interpolasi bagi kaedah hibrid tak tersirat yang selanjar 
dalam bentuk persamaan seperti berikut: 
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	  (14)

Normalkan (10),  (11) dan (14) untuk memperoleh

	 ,	 (15)

dengan

	

PERINGKAT DAN SIFAT KESTABILAN 

PERINGKAT KAEDAH

Merujuk kepada Henrici (1962) dan Yap et al. (2014), 
pengoperasi terbitan linear, L terhadap (2) dirumuskan 
sebagai,

     (16)
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dengan y(x) merupakan sebarang fungsi yang boleh 
diterbitkan. Kembangkan fungsi ujian y(x + jh) terbitan 
ketiga,  dan keempat, y(4) (x + jh) bagi x dan 
kumpulkan pekali untuk memperoleh,

L[y(x); h] =	 C0y(x) + C1hyʹ(x) + C2h
2yʺ(x) + … 

	 + Cqh
qy(q) (x) + …,	 (17)

yang pekali Cq, q = 0,1,2,… pemalar dan rumus pekali 
diberi seperti berikut:

	 ,

	 ,

	 ,

	 ,

	 ,

	

	 (18)

dengan p = 5,6,7, …. 					   
					   
Diperoleh C0 = C1 = … = C12 = 0 bagi (10) dan (11). Maka 

C13 = –  bagi (10) dan C13 =  

bagi (11). Ini membuktikan kaedah blok hibrid kolokasi 
ini adalah berperingkat dua belas disebabkan pekali  Cq 
= 0, q = 0,1,…,12 dan C13 ≠ 0.      

KETEKALAN

Menurut kajian yang dijalankan oleh Suli dan Mayers 
(2003), kaedah multilangkah dikatakan tekal sekiranya ia 
mempunyai peringkat, p ≥ 1. Disebabkan peringkat kaedah 
blok hibrid kolokasi ini adalah dua belas, maka kaedah 
tersebut adalah tekal.

KESTABILAN SIFAR

Kaedah blok hibrid kolokasi dikatakan mempunyai 
kestabilan sifar sekiranya modulus bagi punca polinomial 
cirian pertama adalah kurang daripada satu atau sama 

dengan satu (Gandaan tidak lebih daripada peringkat 
persamaan pembezaan biasa) (Henrici 1962; Randall 
2007). Polinomial cirian pertama dirumuskan sebagai
 
	 ρ(λ) = Pen[A – λI],
	
dengan I adalah identiti bagi matrik 12 × 12. Selepas 
pengiraan dijalankan, diperoleh

	 ρ(λ) = λ°(λ – 1)3 = 0,	

λ = 0 (gandaan sebanyak sembilan) atau λ = 1 (gandaan 
sebanyak tiga).
	 Gandaan punca bagi polinomial cirian pertama, λ = 1, 
bilangannya tidak melebihi tiga, maka kaedah blok hibrid 
kolokasi ini mempunyai sifat kestabilan sifar. 

PENUMPUAN

Berdasarkan Teorem Kesetaraan Dahlquist (Iserles 1996), 
kaedah multilangkah adalah menumpu jika ia memenuhi sifat 
kestabilan sifar dan ketekalan. Disebabkan KBHK(B) adalah 
kaedah multilangkah dan ia mempunyai sifat kestabilan 
sifar dan ketekalan, maka KBHK(B) juga menumpu. 

RANTAU KESTABILAN MUTLAK

Rantau kestabilan mutlak (RKM) bagi suatu kaedah 
menunjukkan betapa besar nilai maksimum bagi 
saiz langkah yang mungkin yang boleh wujud untuk 
memastikan kaedah tersebut stabil. Dalam kaedah blok 
hibrid kolokasi baru, terdapat empat persamaan yang 
boleh diuji daripada segi RKM, iaitu anggaran penyelesaian 
persamaan , yn+1, yn+ , yn+2.  
	 Bahagian merah melambangkan rantau kestabilan 
mutlak bagi persamaan yang terpilih manakala bahagian 
biru adalah rantau yang tidak stabil secara mutlak. 
Berdasarkan Rajah 1 - 4, RKM bagi keempat-empat 

RAJAH 1. RKM bagi yn+  = C1yn 



2184	

persamaan adalah besar terutamanya persamaan  = 
C1yn dan yn+1 = C2yn yang mempunyai sifat stabil-A dengan 
rantau Ny(z) < 0. 

UJIAN BERANGKA DAN PERBINCANGAN

Untuk menguji kecekapan KBHK(B), tiga masalah PPBPT 
dipilih untuk diselesaikan KBHK(B) secara berangka. 
KBHK(B) dibandingkan dengan kaedah blok hibrid kolokasi 
sedia ada daripada segi ralat sejagat dan bilangan langkah. 
Fungsi siri kuasa digunakan sebagai kaedah peramal 
untuk meramalkan penyelesaian sebelum kaedah blok 
hibrid kolokasi digunakan untuk menyelesaikannya secara 
tersirat. 
	 Toleransi ralat ditetapkan sebagai 1.0×10–30. Bilangan 
langkah, k bagi ketiga-tiga kaedah adalah tidak sama. Demi 
membuktikan KBHK(B) mampu menghasilkan ralat sejagat 
maksimum yang paling minimum dengan menggunakan 
bilangan langkah yang minimum, maka hasil pendaraban 
bagi bilangan langkah dalam satu blok, k dan saiz langkah, 
h untuk KBHK(B) ditetapkan kepada nilai yang paling tinggi 
(0.2) berbanding dengan KBHK(Y) (0.15) dan KBHK(A) 
(0.1) supaya jumlah bilangan langkah yang diperlukan 
dalam menyelesaikan masalah PPBPT yang terpilih adalah 
paling minimum. Kaedah blok yang mampu menghasilkan 
ralat sejagat maksimum yang paling minimum dengan 
menggunakan  nilai hk yang paling minimum adalah 
kaedah yang paling cekap dalam menyelesaikan masalah 
PPBPT yang terpilih.

Singkatan berikut digunakan:
KBHK(Y): Kaedah blok hibrid kolokasi yang 
dikemukakan oleh Yap et al. (2014)
KBHK(A): Kaedah pembetul bagi kaedah blok hibrid 
kolokasi yang dibina oleh Abdullahi et al. (2016)
MAKS: Ralat sejagat yang maksimum
JUM: Jumlah bilangan blok yang diperlukan

Masalah 1 (Yap et al. 2014) 

	 yʺ = 3 sin(x)	
	 y(0) = 1, yʹ(0) = 0, yʺ(0) = –2, x ∈ [0, b].

Penyelesaian tepat:   		

Masalah 2 (Yap et al. 2014)

	
	

Penyelesaian tepat:  

RAJAH 2. RKM bagi yn+1 = C2yn

RAJAH 3. RKM bagi yn+  = C3yn  

RAJAH 4. RKM bagi yn+2 = C4yn
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Masalah 3 (Yap et al. 2014)

	

 	

Penyelesaian tepat:  

	 Berdasarkan Jadual 1, 2 dan 3, didapati KBHK(B) 
adalah kaedah yang paling baik antara tiga KBHK yang 
terpilih dalam menyelesaikan tiga masalah berangka yang 
dipilih, iaitu ia menghasilkan ralat sejagat maksimum 
yang paling minimum. Malahan jumlah bilangan langkah 
yang diperlukan kurang daripada dua kaedah blok yang 
lain, iaitu KBHK(Y) dan KBHK(A). Dalam Jadual 1, ralat 
sejagat maksimum yang dihasilkan oleh KBHK(B) bagi 
menyelesaikan persamaan pembezaan biasa pada masalah 
1 untuk b = 10 hanya sebanyak 1.4386292×10-17  dengan 
memerlukan 50 blok (h = 0.1). KBHK(Y) dan KBHK(A) 
masing-masing menghasilkan  ralat sejagat maksimum 
sebanyak 7.6320500×10-11 (h = 0.05) dan 7.9800297×10-8 
(h = 0.02) dengan memerlukan blok yang lebih banyak. 
Dalam Jadual 2, KBHK(B) tetap menghasilkan ralat sejagat 

maksimum yang paling minimum bagi masalah 2, iaitu 
1.2945616×10-18 dengan hanya 50 blok (h = 0.1) bagi  b 
= 10, berbanding dengan KBHK(Y), 1.3362812×10-10 (67 
blok dan h = 0.05) dan KBHK(A), 2.4364371×10-3 (100 
blok dan h  = 0.02). Dalam menyelesaikan masalah 3 yang 
lebih rumit, KBHK(B) tetap menunjukkan kecekapannya 
dengan menghasilkan ralat sejagat maksimum sebanyak 
2.9055934×10-12 dengan 350 blok (h = 0.01) bagi b = 
7. KBHK(Y) pula menghasilkan ralat sejagat maksimum 
sebanyak 1.4902625×10-9 dengan 467 blok (h = 0.005). 
KBHK(A) adalah kaedah yang paling kurang cekap 
antara ketiga-tiga kaedah blok hibrid kolokasi dengan 
menghasilkan ralat sejagat maksimum melebihi satu 
dengan menggunakan 700 blok (h = 0.002).

KESIMPULAN

Secara keseluruhan, KBHK(B) menunjukkan kecekapan 
dalam menyelesaikan PPBPT dengan sifat kestabilan sifar, 
ketekalan, penumpuan dan rantau kestabilan mutlak 
yang luas. KBHK(B) mampu menghasilkan penyelesaian 
penghampiran bagi empat titik,  
secara serentak. Berdasarkan hasil ujian berangka, didapati 

JADUAL 3. Perbandingan penyelesaian bagi Masalah 3

KBHK(B)
(h = 0.01, k = 2)

h*k = 0.02

KBHK(Y)
(h = 0.005, k = 3)

h*k = 0.015

KBHK(A)
(h = 0.002, k = 5)

h*k = 0.01
MAKS JUM MAKS JUM MAKS JUM

b = 1
b -= 5
b = 10

3.5567389×10-17

1.9206175×10-13

2.9055934×10-12

50
250
350

1.9502644×10-14

1.0797812×10-10

1.4902625×10-9

67
334
467

1.0810866×10-5

5.3254064×10-2

1.0380009

100
500
700

JADUAL 1. Perbandingan penyelesaian bagi Masalah 1

KBHK(B)
(h = 0.1, k = 2)

h*k = 0.2

KBHK(Y)
(h = 0.05, k = 3)

h*k = 0.15

KBHK(A)
(h = 0.02, k = 5)

h*k = 0.1

MAKS JUM MAKS JUM MAKS JUM

b = 1
b -= 5
b = 10

1.2581401×10-20

3.5202478×10-18

1.4386292×10-17

5
25
50

8.8960801×10-14

1.9198353×10-11

7.6320500 ×10-11

7
34
67

2.7620526×10-10

4.5774378×10-8

7.9800297×10-8

10
50
100

JADUAL 2. Perbandingan penyelesaian bagi Masalah 2

KBHK(B)
(h = 0.1, k = 2)

h*k = 0.2

KBHK(Y)
(h = 0.05, k = 3)

h*k = 0.15

KBHK(A)
(h = 0.02, k = 5)

h*k = 0.1
MAKS JUM MAKS JUM MAKS JUM

b = 1
b -= 5
b = 10

2.3116751×10-20

5.0007506×10-19

1.2945616×10-18

5
25
50

2.0393055×10-12

5.5154887×10-11

1.3362812×10-10

7
34
67

4.6299897×10-5

9.2783961×10-4

2.4364371×10-3

10
50
100
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kecekapan KBHK(B) dalam menyelesaikan PPBPT dengan 
ralat sejagat yang maksimum adalah paling minimum 
dan kaedah ini merupakan kaedah yang terbaik dengan 
jumlah blok yang digunakan kurang daripada KBHK(Y) dan 
KBHK(A). Kesimpulannya, KBHK(B) dengan dua-langkah 
dan empat titik kolokasi mempunyai kecekapan yang tinggi 
dalam menyelesaikan PPBPT.
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